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Ecuaciones Diferenciales I. Examen IX

Ejercicio 1. Se considera la ecuacion
! 2 5
r=x"+x+ -~
4
1. Estudia el crecimiento de las soluciones y sus limites en +oc.

Estudiemos sus puntos criticos. Como sus soluciones son de clase C!, tenemos
que estos han de anular la primera derivada:

—-1£v1-5
2

Por tanto, tenemos que no tiene extremos relativos, por lo que es estrictamente
monétona. Como z? + x + 5/4 > 0 para todo z € R, deducimos que z'(t) > 0
para todo t € R, y por tanto x es estrictamente creciente.

) =0<= P +r+51=0<= 1=

Supongamos ahora que x converge a L € R en +00. Como x es convergente,
tenemos que z’ converge a 0. Tenemos por tanto que:

5 5
- ’ / o z 2 R 2 e
O—tl}eroof(x(t))—tEHloa:(t)+a:(t)—|—4 L—l—L—l—4

No obstante, esta ecuacion no tiene soluciones reales, por lo que no puede con-
verger a ningun valor. Por tanto, x es estrictamente creciente y no converge a
ningun valor real, luego = diverge positivamente.

Analogamente, se demuestra que x diverge negativamente en —oo.

2. Demuestra, sin resolver explicitamente la ecuacién, que las soluciones tienen
un unico punto de inflexién.
Tenemos que 2’ € C!, luego calculamos

5) 1

Por tanto, x” solo se puede anular en los puntos con ordenada x = —1/2. Como
x es estrictamente creciente, en particular es inyectiva, luego d!ty € R tal que
x(tg) = —1l/2, y por tanto z tiene un tnico pcandidato a punto de inflexién.
Comprobemos que lo es:

» Sit < ty, entonces x(t) < z(ty) = ~1/2, luego 2”(t) < 0 y por tanto = es
concava.

» Sit > tp, entonces x(t) > x(ty) = ~1/2, luego 2" (t) > 0 y por tanto z es
convexa.

3. Encuentra la solucién particular para la condicién inicial z(0) = 0.

Tenemos que se trata de una ecuacién de variables separadas cuya funcién
dependiente de x no se anula, por lo que:

/ dz —/dt
2241+ 54
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Resolvemos la primera integral, haciendo uso de que:

1 2
2% + 2 + 5/ = <x—|—§) +1

Por tanto:

dx dx
/m:/ ( 1>2arctan(2$+1)+0'
14+ (=2

2

Por tanto, la solucion general es:

tan(t +C) — 1
arctan 2z + 1) =t+C = 2zr+1=tan(t + C) = z = an( +2 )
Usando la condicién inicial de que z(0) = 0, tenemos que:
tan(C) — 1
02%:}%11(0):1(:)022

Por tanto, la solucién particular es:

2(t) tan(t +27T/4) -1

El intervalo de definicion es:
-7
34

Ejercicio 2. Encuentra la ecuacion diferencial para la familia de funciones cuyas
graficas cumplen que la distancia al origen desde cada punto (z,y(x)) es igual a la
segunda coordenada del punto de corte de la recta normal con el eje de ordenadas.

Ejercicio 3. Resuelve la ecuacion diferencial:

2 2 d
Tt +y 2._y:

0
x+1+y dx

usando un factor integrante que dependa de una sola de las variables.

Sea 2 C R\ {—1} x R un abierto conexo, y definimos:
P Q — R
22 4+ 42
z+1

Q : Q — R
(z,y) — 2y

(z,9)

Buscamos una funcién p: Q — R, u € C*(), tal que:
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» pu(x,y) # 0 para todo (z,y) € €.

» Tras multiplicar la ecuacién por p, la ecuaciéon sumple la condicién de exacti-

tud:
ouP) _ o(nQ)

oy ox
Las derivadas parciales que intervienen son:

ouP) _ W) p . /ﬂP

dy Jdy dy
o(pQ) _ Id(p) oQ
or  Ox @+ ,u%

Por tanto, la condicién de exactitud se traduce en:

o), O . (0Q P
Gyp_ &BQ_#<% 8y>

Las derivadas parciales que intervienen son:

a(P) 2y

5y (&Y = 0Q oP 2
f) +1 _ _ 4y
8(32) _33 drrial 8y($’y)_ z+1

Veamos que Im : m1(Q) — R tal que p(z,y) = m(x) para todo (z,y) € Q. En
este caso, tenemos:

o) _
a—y(%y) =0
2 0, y) = w2

Por tanto, la condicién de exactitud se traduce en:

(o) = m(e) ()

_m(x)
z+1

() =

Por tanto, m es solucion de la ecuacion diferencial:

m
m' = con dominio () x R¥
r+1
donde hemos supuesto m(z) > 0 para todo x € m(€2) (en caso contrario, llegariamos
a otro factor integrante, igualmente valido). Resolviendo la ecuacién diferencial,

obtenemos: Resolviendo dicha ecuacion en variables separadas, obtenemos:

m(z) = exp (Infz +1f) = [z + 1|
Por tanto, el factor integrante es:

pwz,y) =lz+1]  V(z,y) €Q
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Como se pide la resolucion de la ecuacién, buscamos un potencial U : €2 — R tal
que VU = pu(P, Q). Consideraremos (el otro caso es andlogo) 2 = |—1,4+o0[ x R.
Considerando la primera componente de VU, tenemos:

3
Uay) = [ nlo)Pla)ds = [ o+ yde = 5+ g+ oly)

donde ¢ : R — R es una funcién arbitraria de clase C' que representa la constante
de integracion. Derivando respecto de y, obtenemos:

oUu
o (z,y) = 2yx + ¢'(y)

=z, y)Qz,y) = (x +1)2y = 2y + 2y
Por tanto, ¢'(y) = 2y, luego ¢(y) = y* (eligiendo constante de integracién nula).
Por tanto, el potencial es:
3 3

X X
U(w,y)=§+y2w+y2=§+y2(x+1)

Por tanto, tenemos que, para cada C' € R (que vendrd fijado por la condicién
inicial, C' = U(xo, ¥o)), la solucién es:

a3 ) C —°/3 5

Ejercicio 4. Encuentra una solucién general de la ecuacion

d
23y - ay +a%y? =yt
dx
usando un cambio de potencial u = y“. Indica, sin desarrollar, algin método de

resolucién alternativo.



